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3.1 Géométrie des masses: centre 

dôinertie et op®rateur dôinertie

Nous nous proposons,dans un premier temps, dô®tudierla

répartition géométriquedes massesdans un systèmematériel

quelconque,afin depréparerlesconceptscinétiqueset dynamiques

utilespourdécrirele mouvementdôunsystème..



La masse dôun syst¯me mat®riel S, considéré comme un ensemble discret 

de N points matériels, est la somme des masses des différents points:

Si S est constitu® dôun ensemble continu de masses, sa masse est lôint®grale 

de volume suivante:

Où           est la masse volumique du système au point A et V le domaine 

volumique contenant lôensemble des masses:.    
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3.1.1 Masse dôun syst¯me mat®riel

Remarque:

Si                           le système est homogène.cteA =)(r



O

SoitSun système matériel de 

masse m

dm®tant lô®l®ment  de masse 

associé au point A
A, dm

S

O est un point quelconque de lôespace

A) Définition:

On appelle centre dôinertie du syst¯me S le point G défini par :
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¶ Remarque : la définition du point G est indépendante du point O
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B) Propriétés du centre de masse

a) Associativité

-Si lôonnote GK les centresde massede divers systèmesSK de masse

respectivesMK deuxà deuxsansélémentcommun,le centredemassede

la réuniondesSK estcelui desGK affectésdesmassesMK .
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Propriété: Si un système possède un élément de symétrie, ce dernier 

contient le centre de masse
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b) Symétrie matérielle

-Un système matériel possède un élément de symétrie matériel (point, droite, 

plan) si la masse volumique en tout point de ce système est égale à la 

masse volumique au point symétrique par rapport à cet élément de 

symétrie.
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C) Exemple

Cône plein homogène

En raison de la symétrie matérielle, le centre de masse du cône homogène 

est situ® sur lôaxe de sym®trie OZ :
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Sun solide de masse m, A est un point du solide de masse dm

O, Det psont respectivement un point quelconque, une droite 

quelconque et un plan quelconque de lôespace affine x

On désigne par:    OA=d(A,O)distance du point A/O

HA=d(A,D) distance du point A/D

KA=d(A,p) distance du point A/p
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A) Définition: : On défini

B) Formules utiles
R (O x y z)repère orthonormé lié au 

solide S, A un point de Sdont la 

masse est dm
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Remarque importante: 

OOzOyOx IIII 2=++

OOyzOxzOxy IIII =++
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C) Th®or¯me dôHuygens

Sun solide de masse m

A eS de masse dm

Dune droite quelconque de E passant par O,    étant son 

vecteur directeur unitaire
u
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Le moment dôinertie du syst¯me S/ Dest 
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On trouve

2mdII G+= DD

Dest une droite quelconque passant par O (origine du repère)

DG est la droite parallèle à Dpassant par le centre dôinertie du syst¯me S

d = Distance entre Det DG
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3.1.3 Moment dôinertie
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Sun solide de masse m

A eS de masse dm

R (O x y z)repère orthonormé de 

lôespace

A) Définition: : 

On appelle op®rateur dôinertie lôapplication vectorielle d®fini par 

J: E                E
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B) Propri®t®s de lôop®rateur dôinertie

-Linéarité

-symétrie

3.1.3 Moment dôinertie

N.B:- Ainsi on peut avoir le moment dôinertie par rapport a tout axe (O, u) passant par o

si on dispose de lôoperateur dôinertie  JO



Lôop®rateur J est linéaire est symétrique par conséquent la matrice dans R 

(Oxyz)associé à J est symétrique.

Désignant par (I) une telle matrice on a alors 
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On trouve que :

oxII =11 oyII =22 ozII =33
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V

dVXYI r12 ñ-=
V

dVXZI r13 ñ-=
V

dVYZI r23

1) Les termes diagonaux I11 , I22 , et I33 sont les moments dôinertie du 

système S par rapport aux axes respectives (Ox), (Oy)et (Oz).

2) Les termes non diagonaux I12 , I13 , et I23 sont les opposés des 

produits dôinertie du syst¯me S, respectivement, par rapport aux plans: 

(Oxz) et (Oyz); (Oxy) et(Oyz) et (Oxy) et (Oxz).
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C) Moments principaux dôinertie

De mani¯re g®n®rale la matrice dôinertie (I) est pleine c¨d, il nôy a pas de 

z®ro ¨ lôint®rieur de la matrice. On a donc int®r°t ¨ simplifier cette 

matrice, pour cela il faut la diagonaliser, ce qui revient à chercher les 

valeurs propres, les vecteurs propres et les directions propres de (I)

ö
ö
ö

÷

õ

æ
æ
æ

ç

å

=

d

b

a

OxyzI

Rappels:

1)La matrice (I) étant symétrique, elle est donc diagonalisable.

2)Les valeurs propres dôune matrice sym®trique ¨ coefficients r®els sont 

toutes réelles. 

3)La matrice (I) est de rang 3, elle admet donc au plus trois valeur propres 

distinctes.

Conséquence: Il existe aumoins un système de vecteurs propres       

constituant une base orthonorm®e dans laquelle la matrice dôinertie est 

diagonale.
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Définitions:

-(oxyz) est appel® rep¯re principale dôinertie du syst¯me Sen O

-(ox), (oy) et (oz) sont appel®s axes (ou directions) principaux dôinertie de S

ou O

-(oxy), (oxz) et (oyz) sont appel® plans principaux dôinertie de Sen O

-Les valeurs propres a,b, dsont appel®es les moments principaux dôinertie.

Symétrie matérielle

Propriétés:

Supposons que le système Spossède un plan de symétrie matérielle par 

exemple le plan (oxy), alors tout axe perpendiculaire à ce plan de 

sym®trie mat®rielle est axe principal dôinertie.

Supposons que Sest un axe de symétrie matériel, par exemple (oz)alors, 

tout axe de sym®trie mat®riel est axe principal dôinertie 
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¶ Symétrie cylindrique

¶ Lôaxe (oz) est axe de symétrie matériel de révolution, càd, tout plan 

contenant (oz) est plan de symétrie matériel: tout axe coupant normalement 

(oz) est axe de symétrie matériel, par conséquent, R (oxyz) est un repère 

principal dôinertie.
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Lôop®rateur J associé à I, sôappelle op®rateur 

cylindrique
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Symétrie sphérique:

Supposons que le système matériel Sadmet une symétrie sphérique 

dôorigine O, donc tout axe passant par O est une direction principale 

dôinertie, par cons®quent R (oxyz)est un repère principal
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J : Opérateur sphérique.
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Exercice

D®terminer la matrice dôinertie en O, par rapport ¨ un rep¯re orthonorm® 

(O, xyz), d'un cylindre plein homogène (S), de centre O, et de rayon R 
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Solution : 

OZ est un axe de symetriede revolution
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Solution : 

2

2mR
= car 2

2

33
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Prenez comme ®l®ment le cylindre de rayon r de dô®paisseur  dr et faites le calcul
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Solution : 

L'élément de volume dV pour un disque d'épaisseur dz et de rayon R est : dzRdV 2p=

4
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Ref.: Young, Hugh D. Sears and Zemansky's university physics : with modern physics..

/ Hugh D. Young, Roger A. Freedman
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S un système matériel en mvt par rapport à un référentiel R

3.2.1 Torseur cinétique

SoitA un point arbitraire de S on définit le champ vectoriel     au 

point A par la relation suivante 
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¥ est  linéaire et antisymétrique

Si B un autre point arbitraire de S, alors

ABdmRMVRSARSB
S

Ø
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+= ñ )/()/,()/,(
C

ss

s
C

Définie bien un torseur, quôon appelle torseur cin®tique. Ce 
torseur sera désigné par C:
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Propriétés:

1-La r®sultante  cin®tique dôun syst¯me mat®riel S en mvt, est le 

produit de la masse totale du système S par le vecteur vitesse de 

son centre dôinertie
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2- Dans le repère du centre de masse RG, lôimpulsion totale est nulle
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3-Supposons quôil existe un point A du solide, dont la vitesse est nulle, 

alors:
)()/,( / RSAJRSA W=

CC
s

4- G®tant le centre dôinertie du solide S, alors
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En effet:

4-
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3.2.2 Torseur dynamique

SoitA un point arbitraire de S on définit le champ vectoriel     au 

point A par la relation suivante 
d
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Ce champ est antisymétrique, par conséquent, il défini bien un 

torseur, donc
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Définie bien un torseur, quôon appelle torseur dynamique. Ce 
torseur sera désigné par D:
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Propriété:

La r®sultante  dynamique  dôun syst¯me mat®riel Sen mvt, est le 

produit de la masse totale du système S par le vecteur 

acc®l®ration de son centre dôinertie
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Relation entre moment cinétique et dynamique 

Soit  A un point arbitraire. Le moment dynamique du solide S/Aest relié

au moment cinétique de S/A, par:
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Cas particulier important

Si le point A v®rifie lôune des hypoth¯ses suivantes:

a)  A=G     b) A fixe c) )/(//)/( RGVRAV
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3.2.3 Théorème de Koenig 

Sun syst¯me mat®riel de centre dôinertie G et en mvt par rapport au 

repère fixeR.

RG(G, x, y, z) étant un repère de centre G, en mvt de translation par 

rapport R.
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Le th®or¯me de Koenig sôexprime:

Moment cinétique:

Moment dynamique:
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Cas particulier

Si on prend P=G on alors:
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Définition: On d®finit lô®nergie cin®tique dôun syst¯me mat®riel S en 

mouvement par rapport au repère de référence R par:

3.3.1 Th®or¯me de Koenig pour lô®nergie cin®tique

RG(G, x, y, z) étant un repère de centre G, en mvt de translation par 

rapport R. Le th®or¯me de Koenigs pour lô®nergie cin®tique 

sôexprime par:

3.2 Energie cinétique 


